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Die einfach scheinende Aufgabe, ein Dreieck aus b, ¢, ¢ euklidisch zu
konstruieren, erweist sich im allgemeinen als unlosbar. Versucht man, die
dritte Seite a unter Benutzung des Flicheninhalts (nach Hero)

F= Vs(s—a)(s—b) (s—c) = W (Wurzel) als Funktion der gegebenen
Stiicke darzustellen, so erhilt man, nach Potenzen von a geordnet, die
Ausgangsgleichung (dritten Grads)

ad—a?(b+c) —a-((b—c)2—402) + (b+c)((b—c)2+ 40%) = 0.

Eine kurze Uberlegung zeigt, dafl bei verhiltnismiflig kleinem o und
fest gehaltenem b und c ein spitzwinkliges #nd ein stumpfwinkliges Dreieck
moglich ist (die spitzen und stumpfen Winkel sind jedoch keine Supplements-
winkel), so dal die Gleichung 3. Grads zwei reelle Losungen hat. Dann muf}
aber auch die dritte Losung reell sein und zwar, wie aus Zeichenwechsel und
-folge hervorgeht, negativ. Damit versteht man die Unldsbarkeit ,,mit Zirkel
und Lineal®.

Zur niheren Untersuchung betrachtet man zunichst ein Dreieck, bei dem
alle 4 Strecken (a, b, ¢, ¢) bekannt sind, z. B. das pythagor. Dreieck mit
a=>5Db=4,c=3,p= 1 Setzt man b, , ¢ in die Ausgangsgleichung ein
und dividiert durch (a — 5), so bleibt eine quadratische Gleichung zur Be-
stimmung der zwei andern Wurzeln. Man findet ganz elementar

az=1—l—2|/f und a3=1—2]/2.'

Es gibt also aufler dem rechtwinkligen auch noch ein anderes Dreieck
aus b = 4, ¢ = 3, p = 1 mit spitzem Winkel.

ay ist negativ. Wiirde man ein Dreieck aus b, ¢ und dem absoluten Wert
von a, konstruieren, so hitte der Kreis mit ¢ darin keinen Platz, er wiirde
»hinausgequetscht“. Sieht man die Dreiecksseiten als unendliche Geraden an,
so wire ja auch eine Beriihrung von auflen moglich. Berechnet man nun fir
das Dreieck mit positivem a, den Ankreishalbmesser g,, so findet man tat-

sichlich den Wert 1.

Untersucht man nun allgemein, wie sich rein formal die Ausdriicke fiir
a b e
2

, $—a, ..., die o und den Inhalt indern, wenn man

einer (oder mehr) Seiten das negative Vorzeichen gibt, so mufl beachtet
werden, dafl die Heronische Inhaltsformel ihrer Entstehung nach mit dem
Vorzeichen + geschrieben werden muf, denn sie ist entstanden aus der 4-
dimensionalen Gleichung fiir F2, die unsere Raumvorstellung iiberschreitet,
als Umkehrfunktion, zweideutig. Es wurden nimlich zwei Ausdriidke fiir F,
etwa F = s-p und F = (s —a)-p, multipliziert und dann auf Grund
von dhnlichen Dreiecken das Produkt p - g, durch das Produkt (s—b) (s —c¢)
ersetzt; die Wurzel hat daher zwei gleichberechtigte Vorzeichen. Damit ent-
fille auch die Diskrepanz mit der analytischen Geometrie, wo je nach dem
Umlaufsinn der Flicheninhalt positiv bzw. negativ herauskommt, wobei
noch daran erinnert werden soll, dafl auch die Bezeichnung des Umlauf-
sinns als positiv oder negativ lediglich auf einer — natiirlich zwedkmifligen —
Convention beruht. Diese Zweideutigkeit erstrecke sich nun auf alle Grofen,
die aus der Heronischen Wurzel durch Division mit reellen rationalen
Werten erhalten werden. Schreibt man z. B. F = be S;Zma
positiv sein sollen, fiir F aber das negative Vorzeichen gewihlt wird, so
mufl sin @ negativ sein und damit auch der Winkel a selbst. Die Wurzel
bleibt reell, solang |a| < |b | + |c] etc. ist.

Definiert man nun ein , Scheindreieck®, das aus dem wirklichen Dreieck
mit den Seiten b, ¢, + a dadurch entsteht, da man b und ¢ iiber B und C

-, wo b und ¢

hinaus verlingert, als Dreieck mit der negativen Seite a’ = — a (und den

Winkeln p' = 180° — B, v/ = 180° — y, b’ = + b, ¢ = + ¢), und
, , By .

berechnet man die entsprechenden Werte s = - et Ll 1 und

so weiter, so bekommt man dieselben Ausdriicke wie beim normalen Dreieck
mit den drei positiven Seiten, aber unter einander vertauscht und je nach-
dem mit verkehrtem Vorzeichen, z. B. o = — p,/, was mit dem obigen
Spezialfall (mit o = 1) {ibereinstimmt, wobei man insbesondere der Fliche
=+ ) (s—a)+s-—(s—c)-— (s —b), wie sie nach der Transformation
aussieht, nunmehr das Vorzeichen ,, — “ gibt, das sowieso gleichberechtigt
ist und was auch naheliegt, weil trotz des alten Werts des Radikanden der
weiterhin so zu nennende ,, Inhalt nicht wohl direkt derselbe sein wird, wie
vorher. Da auch bei 2 negativen Dreieckseiten im Radikanden zwei negative
Faktoren stehen, wird man auch hier der Wurzel das negative Vorzeichen
geben, wihrend man bei drei negativen Seiten, wo alle 4 Faktoren unter der
Wurzel negativ sind, wieder das Vorzeichen + nehmen wird. Wenn man bei
dem Dreieck mit einer negativen Seite konsequent mit dem negativen Wurzel-
vorzeichen weiterrechnet, so wird o' = — «, die von A ausgehenden Trans-
versalen sind als positiv anzusehen (damit die geteilte Fliche nach der Formel
b—CSl; * negativ bleibt), die von B und C ausgehenden als negativ, und so
bleibt dem ,Dreieck mit der negativen Seite a° = — a“ z. B. die Winkel-
summe 180° — B + 180° — y + (— «) = 1807 alle Inhaltsformeln



Fr=—W= ¢ . .§§=¢, - —2a)...= 5
a’b-sin (180° — ) - ) o B
= ( 5 Y) und so weiter, der Hohenseitensatz, der Seitensinus-
. : . Sk
satz, der Cosinussatz, der Umbkreishalbmesser r = 2 ( ) —
sin (— q

r 5111_(;2011 i = ...... widerspruchsfrei erhalten.

Man kann sich von einem Dreieck mit einer negativen Seite eine gewisse
Vorstellung (natiirlich nur ein Bild) etwa folgendermafen machen: Man legt
auf einer Kugeloberfliche durch einen Punkt A zwei Grofkreise, die einen
spitzen Winkel a bilden, auf dessen Schenkeln man AB = ¢ und AC = b
abtrigt, und zieht durch B und C einen dritten Groflkreis, dann entsteht ein
normales sphirisches Dreieck mit den Winkeln a, B, y. Die zwei ersten Grof}-
kreise bilden ein Doppelzweiseit; dieses sicht man nun als eine einzige Fliche
an, die an ihrer schmalsten Stelle, dem Gegenpol von A, nach Art eines
MGobius’schen Bands verschrinkt ist, so dafl die zweite Hilfte die Innen-
oder Unterseite eines Stiicks der Kugeloberfliche zeigt und daher, wie man
sich das auch in der analytischen Geometrie vorzustellen bzw. zu machen
pflegt, als negativ anzusehen ist. Man betrachtet nun das Dopellzweiedk,
von dem das Dreieck ABC = F abgeschnitten ist, selbst als , Dreieck mit der
negativen Seite 2’ = —a“ und den Winkeln f’ = 180° — f und y' =
180° — v, deren anfangs divergierende Schenkel spiter in A zusammentreffen
und den Scheitelwinkel von a bilden, der nunmher, weil von unten (innen)
gesehen, als negativ zu bezeichnen ist. Die Fliche dieses iiberschlagenen
(Schein-) Dreiecks ist dann die algebraische Summe des negativen (Halb-)
Zweiseits und dem Rest des positiven, von dem ja ABC abgeschnitten ist,
also tatsichlich = — F. Ferner ist dann ohne weiteres zu sehen, daff der
Inkreis des einen Dreiecks zugleich der Ankreis an das andere ist, und
umgekehrt.

Es sollte gezeigt werden, dafl zunichst unverstindliche Wurzelwerte
einer fiir eine algebraische Losung aufgestellten Gleichung unter Umstinden
durch Definition von Dreiecken mit negativen Seiten einen geometrischen
Sinn bekommen konnen.



